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Lei Pn E nn(1I = 1.2.3.... ) denote the polynomial interpolating a given function
1I E C'I-I. II at the extremum points I, = eosjn/II. 0 ,;:;,j,;:;, 11. of the 11th Cebysev
polynomial. Denote the Cebysev norm on CI- L II by II II. Then the following
estimate holds: II u' - p;,11 ,;:;, (2 + 2 log n) infillu' - qll: q E nl/,I. This improves
earlier results by Seh6nhage (Malh. Z. 94 (1966), 79-83) and the author (J.

Approx. Theory 23 (1978). 261-266). The new result is based on the use of a
generalized Lebesgue function D1/' For the given interpolation points the estimate is
sharp. Similar but weaker results are obtained for higher derivatives.

[. EINLEITUNG

Fur n E!N o und u E C[ - L II sei Iln der Raum der algebraischen
Polynome bis zum Grad n und

Ilull= max lu(!)[.
-1 ~t< I

Mit den Interpolationsoperatoren

nE N,

bei denen in den Nullstellen tj = cos(j - I)(nln), I ~j;:;;; n bzw. den
Extremstellen tj = cosj(nln), O;:;;;j;:;;; n der Cebysev-Polynome TAt) =
cos n(arc cos t) interpoliert wird, gilt nach Rivlin ([7, Seiten 12, 13])

II u - 1.n _ 1 ull;:;;; (2 + (2In) log n) E n _ I(U), u E C[-I, II· ( 1.1 )

1m vortiegenden Artikel wird gezeigt, dar., im Fall u E C' [-I. II die
Ableitung u' durch L ~u := (L n u)' iihnlich gut approximiert wird. und zwar
gemiir., der Beziehung

iI u' - L~ u II;:;;; (2 + 2 log n) E n _ ,(u').
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uEC'[-l.lj. (1.2 )
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Eine grobere Abschatzung wird in Haverkamp 131 mit anderer Schlu~weise

gewonnen; qualitativ scharf wird u' - L~u schon in Schanhage 181
abgeschatzt.

Als einfache Folgerung gewinnt man Fehlerabschatzungen fur hahere
Ableitungen und mit den Jackson-Satzen als Abschwachung Kriterien fur
gleichma~ige Konvergenz der k-ten Ableitungen.

In vergleichbaren Konvergenzsatzen von Neckermann, Runck 141 werden
fur globale Konvergenz der k-ten Ableitungen starkere Voraussetzungen
benatigt.

Den Anstor!, zur vorliegenden Arbeit gaben zwei Artikel von Pallaschke
15. 61. in denen optimal stabile Integrations- und Differentiationsformeln
entwickelt werden.

2. FEHLER DER ERSTEN ABLEITUNGEN

Analog zum Nachweis von (1.1) wird hier (1.2) bewiesen, indem man die
Gror!,en

IIL~II* = sUP11IL~ull: u ECII-I, II, Ilu'll ~ I ~

geeignet abschatzt.

SATZ 2.1. Fiir n E uECI[-I,llgiit

iIL~II* ~ I + 2log n;

Ilu' -L~ull ~ (2 +2Iogn)Enl (u').

Beweis. Da p' - L~p fur p E IIn verschwindet, gilt

II u' - L~ u II ~ (I + II L~ 11*) II u' - p' II
fiiruEC11-I,II, pEII".

Wegen IIn_ I = {p': p E IIn} ist damit (2.2) auf (2.1) zuruckgefuhrt.
Einfache Rechnung ergibt

(2.1 )

(2.2)

und es bleibt zu zeigen, dar!, (2.1) auch in den Fallen n ~ 4 zutrifft.
Die Knoten tj sind nach fallender Gror!,e geordnet
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Seien Wj' °~j ~ 11 die Lagrange'schen Basispolynome und sei femer

,
V.= \' ,L,.I _ n

" ()

Mit diesen Bezeichnungen gilt

I; = I, I ...- Ii'

n

W.= \. w,
I _ "

" ;

I ~j ~ 11:

°~j ~ II:

(2.3 )

I~j~n, uECII--I,II:

Vi I =-Wi, 1 ~j~l1:

(2.4 )

(2.5)

k n
- \' , \'D n - _ Ij I V; I I + _ Ij I Wi i'

;c 1 j I- - 1

(2.3' )

Durch einfache Umformung erhiilt man fUr u E C1-1. II aus der
Lagrange'schen Interpolationsformel

n

Lnu = u(to) + \ ' ju(tj) - U(I; I)f Wi'
; I

Nach Differenzieren folgt mit (2.4) und der Dreiecksungleichung

n

iL~ul~llu'll \' ljIWil=ilu'IIDn
j~ 1

(2.6)

Diese Abschiitzung ist offenbar scharf in dem Sinne, daE, es zu I E 1- J. J I
und e >°ein u E CI[-1, 11 gibt, fUr das gilt

I(L~u)(I)1 > II u' II (Dn(t) - e).

Damit ist die Beziehung II L~ 11* = II Dnil bewiesen.
Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen

fUrlE 10, 11,

da die Knoten I j = cosjn/n, °~j ~ n, symmetrisch Iiegen. Die gleiche
SchluE,weise, nach der (2.2) auf (2.1) zuriickgefUhrt wurde, ergibt mit (2.6)
die punktweise Abschiitzung

I(u' -L~u)(t)I~(I +Dn(t))En_l(u') fiiruECI[-I, II,IE I-I, 11, (2.6')

auf die unten im Beweis zu Satz 2.2 verwiesen wird.
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In den weiteren Uberlegungen werden einige Eigenschaften der Cebysev­
Polynome Tn(t) = cos n(arc cos t) benutzt.

IITnll=l; Tn(tJ=(--I)i, O<-J<-n:

II T~ II = T~(I) = (-I )"- I T~(-I) = n2
;

y!1=? I T~(t)1 = n ~T~(t), t E [-1, 1[;

(I - t 2
) T~(t) - tT~(t) + n2Tn(t) = 0;

I <-J <- n - I.

Der Beweis ist in [7] auf den ersten Seiten ausgefUhrt. Fur das Polynom

mit den Nullstellen t i, °<-J <- n erhiilt man damit

I
g~(t)=Tn(t)+2tT~(t); g~(tl)=tl/(l-t~): (2.7)

n
g~(tj) = (-I y, I <-J <- n - I;

g~(tj)=2(-IY, JE1o,nf; (2.8)

(-Iygn(t) >0, tE(tj,tj_ I ), 1 <-J<-n; (2.9)

Ig~(t)l<-vl + 11n2 fUrtE [-t 1 ,tl ]. (2.10)

Die Aussagen (2.7)-(2.9) folgen unmittelbar.
Mit t l = cos n/n erhiilt man

Itl/y!1=? <- cot n/n <- n/n fUr t E I-t I , t 1 ]

und nach (2.7) und obiger Darstellung von IT~(t)1 folgt

I g~(t)1 <- max \x +~VI=? I
XE[O,ll I n \

=V1+1/n2 fUrtE[-tl.,t l ]·

Mit der im folgenden benutzten Konvention, dar.. rationale Funktionen in
hebbaren Singularitiiten stetig ergiinzt werden, erhiilt man nach (2.8) die
Basispolynome wj in der Form

Wj(t) = (-lYgn(t)/(t-t), I <-J<-n-I,

wo(t) = -gn(t)1/2(I - t)].

wn(t) = (-I)" gn(t)/[2(1 + t)].
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Zur Darstellung der Polynome Vi' Wi setzen wir

I
SO(l) =2(T-t)'

I
Rn(t) = 2(1+/)'

I
Ri(t) = --~ R i l(l),

l'~ li

j= 1.2...,,/1 1: (2.11)

jC=1I 1, .... 2.1 (2.11'1

und erhalten wegen

Vi = wj + Vi I' Wi = wj + Wi + I ' I ~j ~ /1 -- I

mit einfachem Induktionsschlur..

1 ~jzll. (2.12)

1m folgenden Lemma A werden Hilfsmittel zusammengestellt, mit denen
dann in den Lemmata B und C die einzelnen Summanden aus (2.3) und
(2.3') abgeschiitzt werden.

LEMMA A.

(A6)

fiir 2 zj ~ II: (AI)

fur l < li' °zj Z /1 - L k E 10, I, 2f; (A2)

fiir l > lj' I ~j ~ II, k E 10, I, 2f; (A2')

fiir t > ti , I ~j ~ II - I: (A3 )

n
(A4)furtzl i , I ~jz'2:

nt I
fiir t E Ii' I ~j~~2~; (AS)

I
0< R/t) <--

. t--t
j

I
(t j - t) Sj I (t) z '2

I
(l- t i ) Rj + I(t) ~ '2

ljVjl(t)=(t-tJ(I- Wjtl(l))+ (tj _ J -t) Vi l(t)

fiir 2 ~j ~ n 1.

2R/I) > R/l I )

Sjkl(t) >°
(_I)k R~k)(t) >°

Beweis. Wegen! < t l = cos n/n < I folgt

2R (l)-R (t )=2.(1 __1_) >0,
n nJ 2 .. Itt

l

3l I - I - l;
2R n _ J(I) - Rn-I(tl) = 2 ( > 0.

t l I ttl)
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Aus der Beziehung
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I I
R;(t) =-- - + R it2 (t).

I-I; I-litl

erhiilt man mit den Gro~en

I <J <11 - 2 (A7)

durch einfache Umformung

2R;( I ) - R;(I I) = (2 ~ Cj C; + 1)(I; - Ij + 1) + 2R; +2 ( I ) - R; t 2(I I)

fur 2 <J < 11 - 2.

Damit folgt nun (A 1) wegen

fUr 2 < k <11 - 1

durch lnduktion nach 11 - J, wenn noch C2 <V2 gezeigt wird. Mit
I k = cos kn/11 folgt nach Additionstheoremen

und wegen 11 ? 4, I I = cos n/11 erhiilt man

Damit ist (A 1) bewiesen.
lndem man zuniichst R n , R n _ 1 betrachtet, erhiilt man (A2 ' ) mit (A7)

ebenfalls durch lnduktion, und (A2) folgt analog.

Zusammen mit der Rekursionsformel (2.11') folgt (A3) unmittelbar.
Die Abschiitzung (A4) wird durch lnduktion bewiesen.
OfTenbar gilt

fur 1 ~j ~ 11/2. (A8)

Fur So' S I erhiilt man damit

1 1
(II - I) So(t) ="2 (II - 1)/(1 - I) ~"2 fUr I < I I'
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\ 1 I
(I, - t) S (t) = (1,-- r) \--- -- ._-.-..

- , • (t, t 2(1-t)

1

2
I, I II + 11..----.-~- .. ,,- --t ._--

t! 2 I

(+_. Icll~~ -T~t ~
I

(2- flirt~t,.

Sei n >6 und 3 ~j ~ n/2. Dann gilt nach (A2) und Induktionsannahme

fur t < li'

und nach der zu (A 7) analogen Beziehung folgt damit

(tj-t)Sil(t)~(ti-t))_1_- I I
li I - I 2(/;, - t) \

fur t ~ t i .

Von hier an kann mit (A8) wie im Fallj= 2 weiter abgeschatzt werden, und
(A4) ist bewiesen.

Neben (A4) gilt aus Symmetriegrunden

fLirt>li' n/2~j~n-1.

1m Fall n ungerade, j = (n + 1)/2 gilt also

(t - I) R i + I(t) ~ 1

Mit (A3) und (A8) folgt direkt

fur/EI;=lli· t; ,I·

fUr tEli , 1 ~j~n/2, und (AS) ist gezeigt.
Aus (2.11), (2.12) erhalt man durch einfache Umformung

fur2~j~11 I.

Zusammen mit (2.5) ergibt dies (A6), und Lemma A ist bewiesen.

LEMMA B. Fiir tEll' I ~j ~ 11 gill

IW;(t)! ~ IW;( 1)1 = 2Ri ( I).
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Beweis. Neben gn(I)=gn(tl)=O gilt nach (2.7), (2.8)
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g~(I) = 2,

Nach (2.12) und (A2 / ) folgt damit

I W/(tl)1 = Ritl)

(-IY W/(1) = 2Rj (1) > 0

(~IY W/'(t l ) > 0

fUr 2 ~j ~ n;

fUr I ~j ~ n;

fur 2 ~j ~ n.

(B I)

(B2)

(B3)

Aile n Nullstellen von wo= I ~ WI liegen in I-I,tll. so da~ man mit (B2)
erhiilt

fur tEll.

Fur 2 ~j ~ n hat das Polynom Wi E JIn _ 1 wegen

(B4 )

nur einfache Nullstellen, genau eine in (tl'l) und genau n ~ 2 in (-I, t I).
Daher hat auch Wj' nur einfache Nullstellen, hochstens eine in II = [t I' II,
und es gilt Wj(l) Wi'(1) > O.

Nach (B2), (B3) haben daher auch Wi' (t I)' Wi' (1) gleiches Vorzeichen.
Also hat Wi' in II keine Nullstelle, und mit (B I), (B2) und (A I) folgt
schlie~lich

IWi(t)1 ~ max {I Wj(t 1)1, IWj(1)I}

= 2RP) = I U!j(1)1 fUr tEll' 2 ~j ~ n,

und Lemma B ist bewiesen.

LEMMA C. Fiir t Elk' 2 ~ k ~ n - I gelten mit c:= viI + 1/71"2 die
Ungleichungen:

I g~(t)1 ~ c, I gn(t)1 ~ cmin{tk_ 1 - t, t ~ tki; (CI)

IVj(t)1 ~ cSitk_l) fiir 0 ~j ~ k - 2; (C2)

IWj(t)J ~ CRPk) fiir k + I ~j ~ n; (C2')

O<lkV~_I(t)~I+c. (C3)

04013013.1
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Aus (2.12), (A2') und (C I) erhiilt man

i Wj(t)1 ~ cl R i(t) - (t tk) Rj(t)l

~CRi(tk) fiirk+ I ~j~n,

und mit (A2) statt (A2') folgt (C2) analog.

Oas Polynom V~_ I = - W~ E: IT" I hat nach
11 - I Nullstellen in (-- L I )Vk' Wegen
Vk l(tk 1) = I ist also V~ I in [k positiv.

Nach (A6) und (2.12) folgt

(2.5) und (84) wenigstens

tk < 1k I' Vk 1(1k) = O.

0< lk V~ l(t) = I - (Vk ,t Wk, 1)(1) -- U - Id W~ I(t)

+ (t k I - t) V~ 2(t)

= I + (_-I)kg,,(t)(Sk 2 tR kJ j)(t)

+ (- I)k g~(t)j(t - Ik) Rk , 1(1) - Uk I - t) Sk 2(1l1

-(-I)k g,,(I)l(lk l-t)S~ 2(t)-(t--lk)R~_I(I)I.

Auf I k nimmt nach (A2), (A2') und (2.9) keine der Funktionen Sk-2' S~_2'

Rk+ l , -R~+j und (_I)k g" negative Werte an, so dar.. man mit (CI), (A4)
und (A5) erhiilt

O<lkV~I(t)~I+c(Sk ,+Rk,j)(t)min(tk I-t,t-tk)

+ c I(t - td Rk+ j (t ) ~ (Ik_ I - t) Sk 2(t)1

~ I + 2c maxi (tk-I -- t) Sk 2(t), (t. tk) Rk+ I(t) I

~ I + c.

Hiermit ist auch Lemma C bewiesen.
Ais vorliiufige Abschiitzung der Funktion D n aus (2.3) bzw. (2.3') erhiilt

man mit den Lemmata Band C durch Einsetzen

"
D,,(t)~D,,(1)=2 \' ljR}l)

j-I

(2.13 )
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Zur weiteren Abschiitzung setzen wir
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Sj = sinj(n/n), O~.J ~ n;

K(x) = (2x/n) tan(n/2x), xE(l,oo);

n -I

- '\'A k - _ SJ!(tk - t),
j~k+t

k-l
- '\'B k - _ sJ!(tj-tk),

j ~ 1

Go=bO=An_t=BJ=O

und zeigen

LEMMA D.

o~ k ~ n - 2;

\' n_ IjR/tk)=(Gk +A k)tan 2 fiirO~k~n-l; (DI)
jc k+ I n

k

j~'1 IjSH(tk) = (b k + B k) tan 2: fiir I ~ k ~ n; (DI')

n I
bktan2n~2

2n 4n
Ao~-Iog-;

n n

fiir I ~ k ~ n - I; (D2)

(D3)

2n 2n
B k _ 1 + A k ~ - log - fiir 2 ~ k ~ n - I; (D4 )

n n

I
K(x)~ I +2 fiirxE 13, (0); (DS)

x

(D6)

(D?)

Beweis. Mit Additionstheoremen erhiilt man

t j_k - Ij = (Sj_k + s) tan kn/2n fur 0 ~ k ~j ~ n, k of n, (D8)
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und nach der Rekursionsformel (2.12') gilt

fUr 0 :::;; k <j :::;; n -- I.

Mit Ii = t, I Ii' Sn = 0 ergibt dies

,/ 11

\' _ 7I \'{.R(tk)-tan- (s l-ts)R(td
i T. , J J 2n i T.II! J

Entsprechend weist man (0 I') nacho
Oer Beweis zu (02) ist unter Benutzung von (08) iihnlich dem zu (A4)

und wird hier nicht ausgefUhrt.
Zum Nachweis von (D3). (04) setzen wir

7[

I(X) = cos X-.
n

. 7[
s(x)=SlnX­

n
fUr x E 10. n \:

'/",(.1') = s(y)j(t(x) - t(y)) fUr x. y E 10. n I, x * y.

Fur x E 10. n) isl. wie man leicht besUitigt,f, auf (x. III konvex.

Mit s(x) = St' t(x) = t, fur x E 10. 1..... I1~ folgt also

.j";' j 1;'2)

sj(tk-tj)=lkU):::;;j Ik dt
. i I \i21

und durch Summation

" \12, 11 tlk) + t(~)
A, :::;; I f, dl =-log (k) _ (k. .! )

.,1112' 7[ t t +2

fUr 0:::;; k <j:::;; n - 1

(09)

wobei log 1 = 0 dem Fall k = 11 - 1 entspricht.
V6llig analog erhiilt man

fUr I :::;; k :::;; 11. (09')



APPROXIMATION VON ABLEITUNGEN

Mit t(O) = I, tm = cos(n/2n) folgt nach (D9) die Ungleichung

n I + tm 2n 7[ 2n 4n
Ao~-Iog I (I) =-logcot-~-Iog-.

7[ - t 2 n 4n 7[ 7r

Einfache Umformung mit Additionstheoremen ergibt

Z(x) := (tm - t(x - i ))(tm + t(x + i)) = S2(X) - s(l) s(x)

N(x):= (t(x - I) - t(x - i))(t(x + i) - t(x + I))

= 2s2(x)(1 - t(i)) - (tm - t(1 ))2.

191

Fur die Funktion Q(x):= Z(x)/N(x) weist man damit leicht die folgende
Abschiitzung nach

o~ Q(x) ~ Q(n/2) = (I - s( I ))/(s( I) - S(i))2

7r
~ cot 2

­
2n

fur x Ell, n - I],

fur 2 ~ k ~ n - I.

und zusammen mit (D9), (D9') ergibt dies die Abschiitzung

B k _ 1 + A k ~ : log Q ( k - +)
2n 2n

~-Iog-
7r 7[

Fur u(t) := tan t erhiilt man mit

t E [0, n/6]

die zu (D5) iiquivalente Abschiitzung

Ausgehend von (2.13) folgt nun mit ao=O nach (Dl), (D3) und (D5)

7[ 4n
Dn(t) ~ Dil) = 2A o tan -2~ 2K(n) log-

n 7r

~ 2 (1 + ~2) (-±- + log n ) ~ 1 + 2 log n
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Aus (2.14) erhalt man mit (01), (01'). (D2). (04), (05) und
c= vJ+i7nl

,-;;; 1.05 entsprechend

n
DIl(t),-;;; I + 2c + c(B k 1 + Ak ) tan ~.

211

(
' I ) 211

~ 3. I + 1.05 I + --, log-
n- n

n+1
2'-;;;k'-;;;-2-'

In den Fallen n >- 7 kann diese Abschatzung (eicht zu (D 7) vergrobert
werden. Ourch Einsetzen verifiziert man mit (2. 14), (D I) und (D I'), dar.,
(D7) auch in den Fallen n E 14,5,6 f zutrifft, und Lemma D ist bewiesen.

Ais Summe von (D6) und (D7) erhalt man nun die Abschatzung

DIl(t)'-;;; I +2logn fUrlEIO,lj, nE n >- 4,

auf die der Beweis von Satz 2.1 bereits zuruckgefUhrt wurde.

SATZ 2.2. Fur u E ell-I, II und ungerade n E ~\J gill

I(u' - L~u)(O)I'-;;; ( I + ;) En )(u').

Beweis. Einfache Rechnung ergibt

II u' - L'l u 11,-;;; 2Eo(u'),

Fur n >- 4 gilt nach (2.6') neben (2.2) auch die punktweise Abschatzung

I(u' - L~u)(t)I'-;;; (1 + Dn(t)) En.l(u').
1m folgenden sei n = 2k + I mit k E iI'J, k >- 2.
Mit g~(O)='O, Ign(O)I= I/n folgt nach (2.11), (2.12), (A2) und aus

Symmetriegrunden

I
IW~/O)I = i V~(O)I = -;S;(O) fUr I '-;;;j'-;;; k~

Dn(O)=+ !lk~'S~(O)+2j<'lljSi-I(0)(.

Analog zum Nachweis von (D I) und (D I') folgt damit

2 n k

D (0) = - tan - " S -It l

n n 2n .r;;") J J

2 k· I

__ ~,' 1- tan 2 _ Sk_)tk J.

n n j 0

(2.15 )
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Fur die Summe gewinnt man mit
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Sk ;=cos(2j+ I) ;n' 7[

tki = sin(2j + I)~, o~j ~ k - I

die Abschatzung

Mit n = 2k + I >5 und )'0. I IIf = 7[
216 folgt elementar

Zusammen mit (2.15) und (D5) erhalt man schlier.,lich

2 7[ ( I ) n
2

( 1) 7[ ( 1 ) 7[D (0) ~ - - 1 + - - 1 - - = - 1 - - ~-
n n 2n n2 2 n2 2 n4 2

und Satz 2.2 ist bewiesen.

3. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DET k-TEN ABLEITUNGEN

1m folgenden sei Cdl-I, 11 der Teilraum der Dini-lipschitz-stetigen
Funktionen u E C[-1, 1], deren Stetigkeitsmodul w(·, u) also
lim h •O w(h, u) log I/h = 0 genugt, und sei femer

I

C~[-I, I] = ju E Ckl-I, 1]: U
1kl E CA-I, 1J}

Nach Jackson-Satzen (vgl. [1, Seiten 147, 148]) gilt:

fUr kEN.

Em(v) ~ W (_7[_, v)
m + 1

fUrvEC[-I,I], mEN o: (3.1)

fUrvECll-I,I], mEN. (3.2)

Ais Abschwiichung der Satze 2.1, 2.2 folgt mit (3.1) unmittelbar

SATZ 3.1.

(a) limn Ilu' - L~ull = 0 fUr uE C~l-l, 11;

(b) limn(L;n+ IU)(O) = u'(O) fUr u E CIl-I, 11.
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Mit einfachem Induktionsbeweis gewinnt man aus Satz 2.1
Fehlerabschatzungen fUr den Fall hoherer Ableitungen.

SATZ 3.2. Fur k E u E Ck1- L II und 11 E N mit 11 ) k gift

Beweis. 1m Fall k = I ergibt Satz 2.1 die Behauptung. Als Teilergebnis
eines Satzes von Duffin-Schaeffer (121 oder auch 17, Seite I 191) erhalt man:

fur v E C1- L I I, mE iN. (3.3 )

Sei k E Il\i, u E Ck + '1_ I, I j und 11 ) k + 1.
Dann gilt nach Satz 2.1

Ilu(k+')-L~ ku(k)ll(; (2 + 2 log 11) En k_I(U1k
+

IJ ), (3.4)

und nach (3.3) und Induktionsannahme

IIL~_k(ulkl - L~k)U)11 (; (n - k)2 !IU1k ) -- L;,klull

Mit (3.2) und 11) k + I ) 2 folgt daraus elementar

IIL~_k(ulk) - L~k)U)11

(; [(n
2
n r-I] (2 + 2logn)En k,(U1hI).

(3.5)

Wegen L~k)V E IIn - k , v E C1-I, 11 gilt die Faktorisierung L~h II = L~ _kL~kI.

Zusammen mit (3.4) und (3.5) ergibt dies

II U1k + I) - L~k+ I)u II (; il U 1k + ,) - L~ _ k U1kJ Ii + IIL~ _k(U
1k

' - L ~kIU )11

(; (~1 r(2+210gn)Enk_I(UihIJ)

nach Dreiecksungleichung.
Damit ist Satz 3.2 durch InduktionsschlulS bewiesen.
Als Abschwachung erhalt man

SATZ 3.3. Fiir kE 11\" u E C~k-'I-l, II gift

lim II U1k ) - L~kIU II = O.
n
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Beweis. Aus Satz 3.2 gewinnt man mit (3.2) und (3.1) Abschiitzungen
der Form

fiir k E IN, UE e2k
-

I I_I, 11, n E IN, n:> no(k).
Damit ist Satz 3.3 als Verallgemeinerung von Satz 3.I(a) bewiesen.

4. ZUR SCHARFE DER ABSCHATZUNGEN

Durch giinstigere Wahl der Knoten kann man gegeniiber Satz 2.1 keine
qualitativ besseren Abschiitzungen erzieIen, und auch nicht, indem man
neben Interpolationsoperatoren allgemeiner Projektionsoperatoren zur
Konkurrenz zuliilSt. Dies ist eine einfache Foigerung der Siitze von
Kharshiladze-Lozinski.

GleichmiilSige Konvergenz der k-ten Ableitungen kann in den Fiillen k :> 2
auch schon fiir u E e2k

-
I [-I, 1] gezeigt werden. Diese Verschiirfung von

Satz 3.3 erhiilt man, indem man Satz 3.2 mit der Beweistechnik aus [31
entsprechend verschiirft.

In kompakten Teilintervallen von (-1,1) erhiilt man auch in den Fiillen
k:> 2 gleichmiilSige Konvergenz der Ableitungen L~k)U schon im Fall
u E e~[-I, 1], was hier jedoch ebenfalls nicht ausgefiihrt wird. Diese
Aussage zur lokalen Konvergenz gilt auch bei Interpolation in Nullstellen
von Jacobi-Polynomen, wie in der zitierten Arbeit von Neckermann, Runck
[4) gezeigt wird.

Durch drei ZahlenbeispieIe soli demonstriert werden, daIS im Fall sehr
glatter Funktionen schon bei niedrigem Polynomgrad die Ableitungen sehr
gut approximiert werden.

In den Beispielen sind die Fehler ek(n) := II U(k) - L~k)U II fiir k = L 2 und
einige Werte von n aufgetragen.

(1)
1 + t

u(t) = exp -2-

n 4 6 8 IO

e, (n) 4.8 ~4 1.1 - 6 1.2 - 9 9.0 - 13
e2(n) 5.3 - 3 2.6 - 5 5.1 - 8 5.7- II
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(2) u(t) =, tan \~(l -+ 1)(/8

11 4 6 8 10 14 18

eJI1 ) 6.3- 3 2.8 4 1.1 - 5 4.0 - 7 4.8 10 6.6 _. 13

e2(n) 7.6-- 2 7.1 - 3 4.7 . 4 2.8 5 6.4 .- 8 1.3 10

(3 ) u(t) = log(2 -I)

11 4 6 8 10 14 18 22

eI (11) 1.5 .. 2 1.2 - 3 8.8 -- 5 6.5 -- 6 3.5 - 8 1.9 - 10 4.5 13
e2(n) 1.9 \ 3.\ - 2 4.0 -- 3 4.5·- 4 4.7 - 6 4.\ 8 2.7 \0
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