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Let p,€ I1,{n=1,2,3,..) denote the polynomial interpolating a given function
u€ C'|=1, 1] at the extremum points ¢, = cos jz/n. 0 <j< n. of the nth Cebysev
polynomial. Denote the CebySev norm on C|—1. 1] by | |[. Then the following
estimate holds: |lu' —p,|| <(2 +2log n)inf}llu’ —q|l: g € ,_,}. This improves
earlier results by Schonhage (Math. Z. 94 (1966), 79-83) and the author (J.
Approx. Theory 23 (1978). 261-266). The new result is based on the use of a
generalized Lebesgue function D . For the given interpolation points the estimate is
sharp. Similar but weaker results are obtained for higher derivatives.

l. EINLEITUNG

Fir n€MN, und u € C|—1,1| sei [I, der Raum der algebraischen
Polynome bis zum Grad » und

lul = max ju@). — Eu= inf [lu—p].

Mit den Interpolationsoperatoren

L, :Ccl-1.1|-1a, ,. L:Cl-1,1|-1, neN,

n-1°

bei denen in den Nullstellen 7, =cos(j— a/n), 1<j<n bzw. den
Extremstellen ¢, =cosj(z/n), 0<j<n der CebySev-Polynome T,(t)=
cos n(arc cos ¢) interpoliert wird, gilt nach Rivlin (|7, Seiten 12, 13])

lu—L, ul|<Q2+(2/n)logn)E,_ (u), ueCl—1,1]. (L)

Im vorliegenden Artikel wird gezeigt, daB® im Fall u€ C'[—1, ] die
Ableitung u' durch L{u = (L,u)" dhnlich gut approximiert wird. und zwar
gemdl der Beziehung

W —Liul| < (2+2logn)E, (') ue -1 1| (1.2)
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APPROXIMATION VON ABLEITUNGEN 181

Eine grobere Abschitzung wird in Haverkamp |3] mit anderer SchluBweise
gewonnen; qualitativ scharf wird &' —L,u schon in Schonhage (8]
abgeschatzt.

Als einfache Folgerung gewinnt man Fehlerabschatzungen fiir hohere
Ableitungen und mit den Jackson-Sdtzen als Abschwiéchung Kriterien fiir
gleichmaRige Konvergenz der k-ten Ableitungen.

In vergleichbaren Konvergenzsdtzen von Neckermann, Runck [4| werden
fir globale Konvergenz der k-ten Ableitungen stirkere Voraussetzungen
bendtigt.

Den Ansto3 zur vorliegenden Arbeit gaben zwei Artikel von Pallaschke
[5. 6]. in denen optimal stabile Integrations- und Differentiationsformeln
entwickelt werden.

2. FEHLER DER ERSTEN ABLEITUNGEN

Analog zum Nachweis von (1.1) wird hier (1.2) bewiesen, indem man die
Grolen

L5l = sup{l| Lyulru e CH—1, L], [l || < 1
geeignet abschitzt.
Satz 2.1. Firn€N, u€C'|-1,1] gilt
L]« <1+ 2logn; (2.1)
' — Lull <(2+2logn) E,_ (). (2.2)

Beweis. Da p’ — L, p fiir p € Il, verschwindet, gilt
lu' = Loull <+ L) 1w = p'l]
firucC'|-1,1|, pedn,.

Wegen [1,_,={p':p€ 1l } ist damit (2.2) auf (2.1) zuriickgefiihrt.
Einfache Rechnung ergibt

Ll =1, Lol =2 L5l =8/3,

und es bleibt zu zeigen, daB (2.1) auch in den Fillen n > 4 zutrifft.
Die Knoten t; sind nach fallender GréRe geordnet

—l =1, <, < <t <ty=1.
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Seien w;, 0 j < n die Lagrange’schen Basispolynome und sei ferner

Ii=1t.04]. L=t \—1 bsjsn
J n
V=N wy W=\ 0<jsn
k=t k7
n
D, =\ 1w, (2.3)

Mit diesen Bezeichnungen gilt

lult,) —w(t; D <yu'lH;. l<j<n, uel 1,1} (2.4)

Wo=V,=V, |+ W,=1, Vi =—Wi. L<j<n: (2.5)
k n

D,=N LIVi i+ N LW, 1<k<n— L (2.3
j=1 IETES

Durch einfache Umformung erhdlt man fir w& C|—1.1| aus der
Lagrange’schen Interpolationsformel

Lou=u(ty) + N fult)—ult, ) W,
jot
Nach Differenzieren foigt mit (2.4) und der Dreiecksungleichung
Lo <l N LW =llw'||D, firueC'|—1,1]. (2.6)
j=1

Diese Abschitzung ist offenbar scharf in dem Sinne, dal es zu r € {—1. |
und & > 0 ein u € C'[—1, 1] gibt, fiir das gilt

(L)) > 1w’ (D, (1) —¢).
Damit ist die Beziehung ||L/ |, = D,|| bewiesen.
Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen
D ()1 +2logn fir: € [0, 1],
da die Knoten t;=cosjn/n, 0<j< n, symmetrisch liegen. Die gleiche

SchluBweise, nach der (2.2) auf (2.1) zuriickgefiihrt wurde, ergibt mit (2.6)
die punktweise Abschétzung

(' — L)) < (1 +D,(tNE, () firue C'|—1,1,t€|-11], (2.6

auf die unten im Beweis zu Satz 2.2 verwiesen wird.
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In den weiteren Uberlegungen werden einige Eigenschaften der Cebysev-
Polynome T, (t) = cos n(arc cos ) benutzt,

IT,ll=1: T,(t)= (—1Y, o i<m
[T, = Th(1) = (=1)""' T)(—=1) = n*:

VI=2IT,0l=n\/T-T).  t€]|-11];
(1 — &%) Tty — (T'(1) + n*T, (1) = 0;
T(1;) =0, (1 =) Tue) = (-1Y""n’, I<jg<n— 1.
Der Bewelis ist in |7] auf den ersten Seiten ausgefiihrt. Fiir das Polynom

&)= (F — ) T30

mit den Nullstellen ¢, 0 <j < n erhidlt man damit

GO=T,0+ DT g =0/0-8: @D
g,(t) = (=1Y, 1<j<n—1

gty =2(=1y,  jE0,n}; (2.8)

(1Y g, ()>0, €@ ),  1<i<m (2.9)

g <1+ 12 fiirt € |—t,,1,]. (2.10)

Die Aussagen (2.7)}-(2.9) folgen unmittelbar.
Mit ¢, = cos 7/n erhilt man

ltl//1—t<cotn/n<n/n  firt €|, ¢]
und nach (2.7) und obiger Darstellung von | T,(¢) folgt
! <
8,1 < max.

1
x+?\/1—x2
=1+ 1l/a* firt€ |-t 1]

Mit der im folgenden benutzten Konvention, daR rationale Funktionen in
hebbaren Singularitdten stetig ergidnzt werden, erhilt man nach (2.8) die
Basispolynome w; in der Form

wi(t) = (1Y g,()/(t — 1;), l<j<n—1,
wo(t) = —g,(1)/]2(1 — 1)].
wu(1) = (=1)" g, ()/[2(1 + 7).
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Zur Darstellung der Polynome V. W, setzen wir

2(1 - 1) ! 4=t '
R,,([)*z—(l—f?T i )*—ij a0 je=aoo bl 2010 (2.1010)
und erhalten wegen
Fi=w,+ V. W,=w+ W, , lgj<n—1
mit einfachem Induktionsschluf
Vo= (=1Yg,8; . W,=(—1Y g,R,. l<j<n  (2.12)

Im folgenden Lemma A werden Hilfsmittel zusammengestellt, mit denen
dann in den Lemmata B und C die einzelnen Summanden aus (2.3) und
(2.3") abgeschitzt werden.

LEMMA A.
2R(1)> R)(1,)  fir2<j<n: (Al)
Sk >0 Sirt<t, 0<j<n—1. ke€{0,1.2}: (A2)
(—=1)*R¥(1) >0 Jirt>1. 1<j<n k€ (0. 1,20 (A2")
O<Rj(t)<[ ; furt>t, 1<j<n—1; (Ad)
i
‘ 1 . . N
(4,—10)S; 1(l)<‘2* Jure <, 1<J§‘2‘1 (Ad)
1 . . on+
(tft_,‘)RjH(t)gi Jirtel,, 1<j< 5 (AS5)
[j Vi ()= (l*’j)(l - Wj+1(t)) + (G, =0V, )
fur2 <j<n— 1. (A6)

Beweis. Wegen 3 < t, =cos n/n < | folgt

- I
2Rn(1)~R"(:1):7(\1-1H ) >0

3,118

2Rn—1(1)_Rn71([1): 2t (1 I )
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Aus der Beziehung

1 1
R(1) = FR, 1), 1<j<n—2 (A7)

=1 L—1;

erhalt man mit den GrofRen
C,=(1—1)/(t, =t 2<hkgn—1
durch einfache Umformung

R(D=Ri(1)=2—C,Ciy )t~ ;) + 2R, (1) = R, (1)
fir2<j<n—2.

Damit folgt nun (A1) wegen
L <Iys 0<C, <C, fir2<kg<n—1

durch Induktion nach »n—j, wenn noch ng\/f gezeigt wird. Mit
t, = cos kn/n folgt nach Additionstheoremen

== (=) +12) I—6=0-1,)2+21)
und wegen n > 4, ¢, = cos n/n erhilt man

Cr=(Q+20)/(1+20) <2 +V2)/(1 +V2) = V2

Damit ist (A1) bewiesen.

Indem man zunichst R,, R,_, betrachtet, erhdlt man (42') mit (A7)
ebenfalls durch Induktion, und (A2) folgt analog.

Zusammen mit der Rekursionsformel (2.11’) folgt (A3) unmittelbar.

Die Abschiétzung (A4) wird durch Induktion bewiesen.

Offenbar gilt

Ly fir 1 <j<n/2. (AB)

Fir S,, §, erhdlt man damit

(=0 S =5 (@~ 01~ <5 fire<,.
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(=08 (0)= 1, —1) ;

fiir £ < 1.

Sei n> 6 und 3 << n/2. Dann gilt nach (A2) und Induktionsannahme

(=08, (<3, —=0/; ,—1)  furr <,

und nach der zu (A7) analogen Beziehung folgt damit

1 1
=108, ()<t —t — flir t < ¢,
(508 00 g - gy fire<y

Von hier an kann mit (A8) wie im Fall j =2 weiter abgeschitzt werden, und
(A4) ist bewiesen.
Neben (A4) gilt aus Symmetriegriinden

(=R ()<t firr>y

A

nf2<j<n—1

Im Fall n ungerade, j= (n + 1)/2 gilt also
(t—t)R; (1) <3 firte = (1.4, |
Mit {A3) und (A8) folgt direkt

(t—t)R, (D<= 1)/t —4;, VKLU + 15 )< 5
firc€l;, 1 <j<n/2, und (AS5) ist gezeigt.
Aus (2.11), (2.12) erhdlt man durch einfache Umformung
LV ((=0u—-1)Vlt)+ (t =0 V;,0) fir2<j<n- 1
Zusammen mit (2.5) ergibt dies (A6), und Lemma A ist bewiesen.

LemMA B, Furetel,, 1 <j<ngilt

[ WO <IW(1) = 2R (1)
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Beweis. Neben g,(1)=g,(¢,)=0 gilt nach (2.7}, (2.8)
g(1)=2, gn(t))=—1, gnlt;) > 0.

Nach (2.12) und (A2') folgt damit

Wit )l = Ry(t)) fiir 2 <j < ms (BI)
(1Y Wi(1)=2R(1)>0  firl <j<n; (B2)
(1Y wi@e)>0 fir2<j<n (B3)

Alle n Nullstellen von w, =1 — W, liegen in [—1, 1,]. so daB man mit (B2)
erhilt

W@ <|Wi (1) =2R,(1) firte],.

Fir 2 <j < n hat das Polynom W; € Il, |, wegen

Wit)=0. 0<k<j—1:  W@)=1 j<k<n  (B4)

nur einfache Nullstellen, genau eine in (f,, 1) und genau n— 2 in (—1, 1))
Daher hat auch W7 nur einfache Nullstellen, hochstens eine in I, = [¢,, 1],
und es gilt Wi(1) Wj(1) > 0.

Nach (B2), (B3) haben daher auch W7(t,), W/(1) gleiches Vorzeichen.
Also hat W7 in I, keine Nullstelle, und mit (B1), (B2) und (Al) folgt
schlief3lich

WOl < max{| Wi ), [W(1)]}
=2R,(1)={W(1)| fireel,, 2<j<n,

und Lemma B ist bewiesen.

Lemma C. Fir t€1, 2<k<n—1 gelten mit c:=\/1 +1/5° die
Ungleichungen:

g, <e, g, <eminfr,_ — 11— 1} (C1)
VOl <eSlt,_ ) fir0<j<k—2; (C2)
| Wi(e) < eR(t,) firk+1<j<m (C2')
0< LV, (< +e (C3)

Beweis. Mit I, < |—t,,t,], g,(t,) = g,(t,_,) =0 folgt (C1) nach (2.10).

640/30/3-3
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Aus (2.12), (A2") und (C1) erhélt man

IWHDI< iR (1) — (1~ 1) R0}
L eR (1) firk + [ <j<n,
und mit (A2) statt (A2") folgt (C2) analog.
Das Polynom ¥V, ,=—W, € M, | hat nach (2.5) und (B4) wenigstens
n—1 Nullsteilen in (=1, D)\,. Wegen 1, <t ,. V., [(t,)=0.

Ve (te )= Listalso Vi, _, in I, positiv.
Nach (A6) und (2.12) folgt

O<h Vi (O)y=1—(V, s+ W, 0O~ =)W, ()
+ =0V L)
=1+ (=D g OS2+ R )
F =D g — )R (1)~ (1, 1) S, (0]
= (=D g (Ot =1 Si () — (1= L) Ry ()

Auf I, nimmt nach (A2), (A2") und (2.9) keine der Funktionen S, _,. S, _,.
R,.,, —R;., und (—1)* g, negative Werte an, so daB man mit (C1), (Ad)
und (AS5) erhilt

O0<i V()<L +e(S, .+ R, No)ymin(e, | — 11— 1)
+C[([7[k)Rk+l([)A(tk—l‘[)Skr—z(z)‘
<+ 2emaxi(t, |, —0)S, L)Lt )R, (0
<

[ +c.

Hiermit ist auch Lemma C bewiesen.
Als vorldufige Abschédtzung der Funktion D, aus (2.3) bzw. (2.3') erhalt
man mit den Lemmata B and C durch Einsetzen

D, (1) < D(l)—z\ LR(1) firrel,; (2.13)
=
k-1 \
D)< +efl+ N IS, () + \ LR (1)
[ 7 J k 1

firr€l,, 2<k<(n+ )2 (2.14)
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Zur weiteren Abschétzung setzen wir
s; = sin j(n/n), 0 m
K(x)=(2x/n) tan(n/2x), x€ (1, 0);

ak:SkRk+l([k)v bk:skSk—l(tk)ﬂ lgkén-—l,
n—1

A= _\_ s/t — ;) O0<kgn—2,;
Jok+1 )
k-1

B,= l_ $;/(t;— 1), 2L k< n;

Ji=1

ay=by=4, ,=B,=0
und zeigen

LEMMA D.

n

N ljRj(tk):(akJrAk)tanL Siro<k<n—1,

J=k+1 2n
k‘ T
:_ LS, (1) = (by + By) tan—27 Surl <k
J=1
T 1 T 1 .
aktanﬁ<7~, bktan7n-<—2—~ fur1<k<n_l’
2 4
Ao<—nlog—n~:
s n
2n 2n

Bk~l+Ak<TlOg7 fu'r2<k<n—l,

1
K(x)<1+? Sirx€ (3, o0);
D,)<D,(1)K1+2logn firtel;

D)1 +2logn  fiirt€|0,1t,]

Beweis. Mit Additionstheoremen erhilt man

Loy—L=(s;_¢+s)tankn/2n  furOKk<j<n, k#n,

189

(D1)

(D17)

(D2)

(D3)

(D4)

(D3)

(D6)

(D7)

(D8)
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und nach der Rekursionsformel (2.12') gilt

. ]
(R;+ Ry () ==

fir0<k<jgn—1.
[l\'_[

Mit [;=1¢, |- 1;. 5, =0 ergibt dies

n 7 n
NOLR() =tan—— N (s5; 4 5)Ri(1)
ik 2n
n i

T .
:tanvzn— SR )+ N SR+ R,

j-k+1

:a4+Agmné% fir0<k<n— 1.

Entsprechend weist man (D1’) nach.

Der Beweis zu (D2) ist unter Benutzung von (D8) dhnlich dem zu (A4)
und wird hier nicht ausgefiihrt.

Zum Nachweis von (D3), (D4) setzen wir

1(.\-):cosx£, s(x):sinxl firxe |0, a|:
n n
LAy =s(p)/(t(x) — (1)) fiirx.y€ |0, n]. x#1n

Fir x € |0. 1) ist, wie man leicht bestétigt, /. auf (x, 7] konvex.
Mit s(x) =s,. t(x) =, fiir x€ {0, 1...., n} folgt also

RERITS])
/=) =fN< | fid firO<k<j<n— |

i)

und durch Summation

R T t(k t i
AA<] fkdf:'n—l()g ) + 12)

— firO<kg<n—1, (D9
A GRS ’

wobei log 1 =0 dem Fall k =n — 1 entspricht.
Véllig analog erhélt man

B, < L jog (B 1K)

U fir <k DY”
. Ogt(k———;)\t(k) ur <n (DY)
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Mit 1(0) = 1, #(3) = cos(n/2n) folgt nach (D9) die Ungleichung

n 1+13) 2n n 2n 4n
A, < Piog 020 <o
0\nloglgt(%) - 10gcot4 log

Einfache Umformung mit Additionstheoremen ergibt

Z(x) = (1) = tlx = @) + 1(x + 1) = 57(x) — 5(1) s(x)
N(x) = (tx = 1) = tlx = ))r(x + 3} = 1(x + 1))
=2s*(x)(1 — 1(3)) — ((3) — t(D))".

Fiir die Funktion Q(x):= Z(x)/N{(x) weist man damit leicht die folgende
Abschitzung nach

< QM) < Q(n/2) = (1 = s(1))/(s(1) = 5(3))*

4
<C0t2—ﬂ* ftier[l,n—ll,

und zusammen mit (D9), (D9’) ergibt dies die Abschitzung

n 1
B A, £—1 k——)
k—1 T A 1 OgQ( 7

2 2
<7nlog—n fir2 <kgn—1.

Fiir v(r) := tan ¢ erhdlt man mit

v =140 v¥(r) € 1283/ 7? 1€ (0, 7/6]
die zu (D5) dquivalente Abschétzung
v(t) =tan t < (1 + 4% /n%), 1€ [0, %]
Ausgehend von (2.13) folgt nun mit @, =0 nach (D1), (D3) und (D5)

D, (1) < D,(1) =24, tan — < 2K(n) 1ogi~

2

1 1
<2(1+F> (T+Iogn)<1+210gn firrel,.
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Aus (2.14) erhdlt man mit (DI). (DU'). (D2). (D4), (D5) und
c=+/1+ 1/n? < 1.05 entsprechend

n
D)<+ 2c+c¢(B, ,+A,)tan 5

n+1
>

/ 1 2n
<314 1.05 (I+—,)log——'— firr€l,. 2<k<
n- T

In den Fillen » > 7 kann diese Abschatzung leicht zu (D7) vergrobert

werden. Durch Einsetzen verifiziert man mit (2.14), (D) und (D1’), dal}

(D7) auch in den Féllen n € {4, 5, 6} zutrifft, und Lemma D ist bewiesen.
Als Summe von (D6) und (D7) erhilt man nun die Abschitzung

D, ()< 1+2logn firr€ [0, 1). neMN, n=4,

auf die der Beweis von Satz 2.1 bereits zuriickgefiihrt wurde.

Sarz 2.2. Firu€ C'|—1. 1| und ungerade n € N gilr
1 ’ T - Y
0 = L)< (14 5) £, 1)

Beweis. Einfache Rechnung ergibt

I’ = Liul| S 2E,('), (e — Lyu)(0) < 5/2E,(u').

Fir n >4 gilt nach (2.6") neben (2.2) auch die punktweise Abschidtzung
@~ Liu)Ol< (14 D,(0) E, ().

Im folgenden sei n =2k + 1 mit kEMN, &k > 2.

Mit g'(0)=0, |g,0)=1/n folgt nach (2.11), (2.12). (A2) und aus
Symmetriegriinden

l ) .
(W O =1V =—-5;(0)  firl<j<k:

. 1 g
Dy0)=— 1h 1 Si0) +2 X 1,8 ,(0) .
i1

]

Analog zum Nachweis von (D1) und (D1’) folgt damit

= (2.15)
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Fir die Summe gewinnt man mit

sk,,-:cos(Zj-i-l)%. L.

Le_;=sin(2/ + 1) P

0<j<h—1

cos a/sin® a < 1/a’, a € (O. —;)
die Abschétzung

k-1 2 k-1

N 4n 1
Nos, B — N ——
o il S o= 2+ 1)

Mit n=2k+ 125 und 37, 1/j* = n*/6 folgt elementar

o 2 Ko 3

. ] T 1 . " |
Y GrTr S 1‘—>~ N5, .<_(1, )
o 2+ D T8 ( n’ et i/l <5 e

Zusammen mit (2.15) und (D5) erhélt man schiieBlich

2 oz 1\ n? t T | n
i et RSN (5 TR DAY B IO il
D0 < n 2n (1+n2> 2 ( n2> 2 (1 n“)< 2

und Satz 2.2 ist bewiesen.

3. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DET k-TEN ABLEITUNGEN

Im folgenden sei C,|—1,1] der Teilraum der Dini-lipschitz-stetigen
Funktionen u«€ C[—1,1], deren  Stetigkeitsmodul w(-,u) also
lim, , w(h,u)log 1/h =0 geniigt, und sei ferner

Cil-1L 1|={ue -1 1:u* e C,l—1, 1]} fiir k € N.

Nach Jackson-Sdtzen (vgl. [1, Seiten 147, 148}) gilt:

Em(v)<w< v) firve C[—1,1], meMNyg (3.1)

n
m+1’
n
E0)—— ) lir v -1, 1], N. .
(0) 2(m+1)Em71(L) firv€ C'|—1,1], meg (3.2)
Als Abschwichung der Sitze 2.1, 2.2 folgt mit (3.1) unmittelbar

SaTtz 3.1.
(@) lim, | —L,u||=0 fir u € Cy[-1, 1}
(b)y lim,(L},. u)(0)=u'(0) fir u€ C'[-1,1].
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Mit  einfachem Induktionsbeweis gewinnt man aus Satz 2.1
Fehlerabschatzungen fiir den Fall héherer Ableitungen.

Satz 3.2 Fir k€N, u € C¥|—1. 1] und n € N mit n > k gilt
. m \K ! ,
e =L < (FH) 2 2logm E, )

Beweis. Im Fall k=1 ergibt Satz 2.1 die Behauptung. Als Teilergebnis
eines Satzes von Duffin~Schaeffer ([2] oder auch |7, Seite 119]) erhélt man:

L. el <m? v firee Cl—-L 1|, mei. (3.3)

m

Sei k€N, uc C**'[—1, 1| und n >k + 1.
Dann gilt nach Satz 2.1

Ju* 0 — Ly P <2+ 2logn) E, o ((u* "), (3.4)
und nach (3.3) und Induktionsannahme

HL; 4(”‘“ . L(nk)u)H < (I‘l _ k)z “u(k) ,, L;k)uH

n

A1
<—k? (SH) @+ 2108m E, @)

Mit (3.2) und n > k + 1 > 2 folgt daraus elementar

L)@ = L u)l
(3.5)

k
< [(%) - 1](2+2logn)E”1(u‘““>.

Wegen LY € 11, . v € C|—1, 1] gilt die Faktorisierung L** " =1/ L%
Zusammen mit (3.4) und (3.5) ergibt dies

Hu(lm ty L("k+ l}uH < ”u(lu 0 L/,,,ku(k}“ + ”L;,,k(u‘k' _ L(nk)u)H

an G )
<<T 2+ 2logmyE, ,_ (u }

nach Dreiecksungleichung.
Damit ist Satz 3.2 durch Induktionsschluf? bewiesen.
Als Abschwichung erhidlt man

SATz 3.3. Fur k€N, u € C¥ V-1 1| gilt

lim || — LFu} = 0.
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Beweis. Aus Satz 3.2 gewinnt man mit (3.2) und (3.1) Abschitzungen
der Form

1 '
u® — L%y < Crow (— y'2k=n ) log n
n

fir kEN, u€ C*'|=1,1], n €N, n> nyk).
Damit ist Satz 3.3 als Verallgemeinerung von Satz 3.1(a) bewiesen.

4. ZUR SCHARFE DER ABSCHATZUNGEN

Durch giinstigere Wahl der Knoten kann man gegentiber Satz 2.1 keine
qualitativ besseren Abschdtzungen erzielen, und auch nicht, indem man
neben - Interpolationsoperatoren allgemeiner Projektionsoperatoren zur
Konkurrenz zuldBt. Dies ist eine einfache Folgerung der Sidtze von
Kharshiladze—Lozinski.

GleichmalRige Konvergenz der k-ten Ableitungen kann in den Fillen & > 2
auch schon fiir u € C*~'|—1, 1] gezeigt werden. Diese Verscharfung von
Satz 3.3 erhilt man, indem man Satz 3.2 mit der Beweistechnik aus [3]
entsprechend verschérft.

In kompakten Teilintervallen von (—1, 1) erhdlt man auch in den Féllen
k>2 gleichmiRige Konvergenz der Ableitungen LYy schon im Fall
u € Ck[—1,1], was hier jedoch ebenfalls nicht ausgefiihrt wird. Diese
Aussage zur lokalen Konvergenz gilt auch bei Interpolation in Nullstellen
von Jacobi-Polynomen, wie in der zitierten Arbeit von Neckermann, Runck
[4] gezeigt wird.

Durch drei Zahlenbeispiele soll demonstriert werden, daR im Fall sehr
glatter Funktionen schon bei niedrigem Polynomgrad die Ableitungen sehr
gut approximiert werden.

In den Beispielen sind die Fehler e,(n) :=|[u®® — L{u|| fiir k=1.2 und
einige Werte von n aufgetragen.

1 +1¢

(1) u(t)y=-exp

nl 4 6 8 10

Vel(”)

e,(n)

48—-4 1.1—6 12-—-9 9.0-13
53—-3 26-5 51-8 57-—11
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(2) u(r) = tan g%(n 471)5

no| 4 6 8 10 14 18

e(ny|63-3 28-4 1.1-5 40-7 48--10 6.6 13
e,iny| 76 -2 T1-3 47-4 28-5 64-8 |1

(3y w{ry=1log(2 —1)
no 4 6 8 10 14 i8 22

+

e[()1);1.5~2 1.2—3 88-5 65—-6 35—-8 1910 4513
ey 1.9 1 31—-2 40-3 45-4 47-6 41-8 2.7- 10
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